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Concours d’entrée
Épreuve d’informatique

Durée : 3 heures
Tous dispositifs électroniques, calculatrices et documents interdits

Pseudo-code :
A plusieurs reprises dans ce sujet, il vous est demandé de décrire un traitement informatique à l’aide de pseudo-code,
c’est à dire en décrivant les opérations de ce programme, cette description étant basée sur un mélange de langage
naturel et de structures de contrôle classiques (instructions conditionnelles, boucles, etc). Des exemples sont donnés
page 4.

Placement optimal

Nous nous intéressons au placement d’un ensemble de n candidats dans un amphithéâtre de N places, avec n ≤ N .
Les places sont numérotées de 1 à N . Pour faciliter notre réflexion, nous nous appuierons sur le cas représenté par la
figure 1(a).

Amphi G1

2

... ... ... ... ... ... ... ... ... N−1 N

12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

... ...... ... ... ... ... ... ... ... ...

98751 43 6 1110

(a) Places disponibles

1816

2

20

N

13 14 15 17 19

1

N−1...........................

3 4 5 6 7 8

...

10 11

... ... ... ...

9

... ... ... ...

21 22

... ...

12

Amphi G1

1

1

2

3

4

2 3

(b) Repère

Figure 1 – Places disponibles

La disposition des places est faite sur un maillage régulier, comme illustré sur la figure 1(b). Nous considérerons
que la distance entre deux candidats peut être assimilée à la distance entre les deux pastilles rouges localisées à leurs
emplacements. Plus précisément, ces pastilles sont centrées sur des points de coordonnées entières et c’est la distance
entre leurs centres qui sera calculée. Ainsi, en notant di,j la distance séparant les places i et j et en considérant notre
exemple, nous avons d1,2 = 1, d1,13 =

√
2 et d1,38 = 5.

Q.1 Supposons que l’amphithéâtre comporte P places par rang et R rangs. Sur la figure 1(a), la place 14 est la 3e

place du 2e rang. Proposez un pseudo-code permettant de décrire une fonction pos() prenant en argument le numéro
d’une place ainsi que le nombre de places par rang et fournissant en sortie un vecteur dont la premiere valeur sera le
numéro du rang et la seconde valeur sera le numéro de la place dans ce rang.

Q.2 Proposez un pseudo-code permettant de décrire une fonction dist() prenant en arguments les numéros de deux
places ainsi que P et fournissant la distance entre ces deux places.

Q.3 Proposez un pseudo-code permettant de construire un vecteur E[ ] contenant toutes les valeurs distinctes di,j ,
pour i 6= j, par ordre croissant.

Le nombre de candidats étant plus petit que le nombre de places disponibles, il revient aux organisateurs du
concours de placer les étudiants dans l’amphithéâtre, i.e de choisir les n places qui seront occupées. Associons à la ie

place la variable binaire xi qui a pour valeur 1 si la place est occupée et 0 sinon. Le choix des valeurs pour ces variables
doit satisfaire la contrainte (1) :

N∑
i=1

xi = n (1)
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Les organisateurs souhaitent faire en sorte que les candidats soient séparés par la plus grande distance envisageable.
Autrement dit, étant donnée une place occupée, la place occupée la plus proche doit être aussi éloignée que possible.
Explicitons cela par étape afin d’aboutir à une formulation de la fonction à maximiser.

Si un candidat est assis à la ie place, son plus proche voisin est à la distance donnée par (2) :

min
j 6= i : xj = 1

di,j (2)

Le plus petit écart entre deux candidats est donné par la grandeur (3) :

min
i : xi = 1

min
j 6= i : xj = 1

di,j (3)

Q.4 Montrer que cette quantité s’écrit min
i 6= j

xixj = 1

di,j .

Ainsi, le problème que les organisateurs ont a résoudre est le suivant :

max min
i 6= j

xixj = 1

di,j sous les contraintes

{ ∑
i xi = n

∀i, xi ∈ {0, 1}
(4)

Q.5 Exprimez le nombre de solutions satisfaisant le système de contraintes en fonction du nombre de places et du
nombre de candidats.

Q.6 Supposez que l’on dispose d’un super-calculateur capable de réaliser un milliard de milliards d’opérations à la
seconde. Poussons l’hypothèse jusqu’à considérer que cette opération consiste en l’énumération d’une des solutions à
notre système de contraintes. Donnez un ordre de grandeur du temps nécessaire à l’énumération de toutes les solutions
lorsque N = 230 et n = 40.

Q.7 Pour une valeur de n donnée, existe-t-il toujours une solution optimale au problème (4) ?

Un des organisateurs ne semble pas satisfait par cette formalisation et met en avant les deux exemples de la figure 2.

Q.8 Pour chaque exemple, calculez la valeur de la fonction objectif. Pour cela, vous tiendrez compte de l’échelle
indiquée sur la figure 1(b).

Amphi G1

(a) Essai 1

Amphi G1

(b) Essai 2

Figure 2 – Solutions de placement pour 5 candidats dans un amphi de 44 places

La solution 2(a) semble, d’un point de vue global, meilleure pour maximiser les écarts entre les candidats. Parmi les
solutions ex-æquo selon la fonction maximisée, il pourrait être intéressant de favoriser celle(s) maximisant la quantité
(5) : ∑

i

∑
j 6=i

xixjdi,j (5)
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Q.9 Pour chacune des solutions de la figure 2, évaluez la quantité (5).

Les organisateurs sont d’accord pour chercher, parmi les solutions optimales du problème (4), celles maximisant la
quantité (5). Le problème est à présent de trouver d’une part les solutions optimales du problème (4), et d’autre part
d’identifier parmi celles-ci une qui maximise la quantité (5).

Nous pouvons remarquer que la valeur optimale est nécessairement une des valeurs contenues dans E[ ]. Notons e∗

cette valeur et soit k∗ l’indice tel que E[k∗] = e∗. Nous avons donc :

min
i 6= j

xixj = 1

di,j = e∗

Par ailleurs, soit x∗ une solution de placement correspondant à e∗ et notons x∗i les valeurs associées à x∗.

Q.10 Montrez que pour deux indices i et j différents, si x∗i x
∗
j = 1, alors di,j ≥ e∗.

Q.11 Montrez que pour deux indices i et j différents, si di,j < e∗, alors x∗i + x∗j ≤ 1.

Ainsi, x∗ est solution du système :
∑

i xi = n
∀(i, j) ∈ Uk∗ , xi + xj ≤ 1
∀i, xi ∈ {0, 1}

avec Uk∗ = {(i, j)|i 6= j, di,j < E[k∗]}

Posons, pour k ∈ [1 .. Taille(E[ ])] :

(Ck) :


∑

i xi = n
∀(i, j) ∈ Uk, xi + xj ≤ 1
∀i, xi ∈ {0, 1}

avec Uk = {(i, j)|i 6= j, di,j < E[k]} (6)

Q.12 Montrez que k∗ est le plus grand indice pour lequel (Ck) admet des solutions.

Q.13 Supposons que nous disposions d’une fonction Compat() qui prend en argument un système de contraintes et
qui fournit en sortie un booléen valant vrai si le système est compatible (c-à-d admet des solutions) ou faux sinon.
Proposez un pseudo-code permettant de chercher la valeur optimale contenue dans E[ ]. Cette recherche reposera sur
un procédé dichotomique.

Introduisons quelques notations qui seront utilisées pour la recherche de solutions à notre problème :
• Soit X[ ] un vecteur de n éléments pouvant chacun prendre les valeurs 0, 1 ou L. Ce vecteur sera utilisé comme

support à la recherche des valeurs des xi, la valeur L étant donnée à X[i] si aucune valeur n’a encore été fixée
pour xi. La valeur initiale de X[ ] sera fixée en donnant à chaque élément la valeur L.

• Soit C[ ] un tableau comportant trois colonnes, ind1, ind2 et ordre. Ce tableau servira à référencer les contraintes
de type xi + xj ≤ 1 et à indiquer si elles ont été exploitées pour la recherche en cours de solution. On notera
C[k] (resp. C.ind1[k], C.ind2[k] ou C.ordre[k]) les éléments de la ke ligne (resp. le ke élément de la colonne en
question). Ainsi, les éléments de la ke ligne de C indiqueront que la contrainte

xC.ind1[k] + xC.ind2[k] ≤ 1

existe. L’élément C.ordre[k] sera initialisé à 0.
• Soit Cont une variable booléenne.
• Soit Pind une pile de valeurs d’indice.
• Soit Pordre une pile de valeurs de C.ordre.
• Soit PX une pile de vecteurs X[ ].

Par ailleurs, nous utiliserons les procédures 1 empile() et depile() définies comme suit :
• empile(Px, x) place au sommet de la pile Px l’objet x ;
• depile(Px, x) place dans x l’objet situé en haut de Px en le retirant de la pile ou place vide dans x si Px est

vide.

1. Il est classique de différencier fonction et procédure comme suit : une fonction est un traitement qui renvoie un objet et qui ne modifie
pas les arguments qu’il reçoit, tandis qu’une procédure désigne un traitement qui ne renvoie rien et qui peut modifier la valeur de ses
arguments. C’est en ce sens que empile et depile sont bien des procédures.
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Q.14 Proposez un pseudo-code permettant d’initialiser le tableau C[ ] correspondant à toutes les contraintes du type
xi + xj ≤ 1 du système (Ck).

Nous considérons à présent la procédure MAJ qui reçoit en arguments le tableau C[ ], le vecteur X[ ], un indice i
et une valeur val pour xi et un entier n correspondant au nombre de candidats. Elle est décrite par le pseudo-code
ci-dessous :

MAJ(C,X,i,val,n) {

Si X[i]==L

Alors X[i]<-val

Sinon

Si X[i]<>val

Alors

Cont<-FAUX

Sortir de la procédure

Si val==0

Alors

Pour chaque k tel que C.ordre[k]==0 ET (C.ind1[k]==i OU C.ind2[k]==i)

Faire C.ordre[k]<-max(C.ordre)+1

Sinon

Tant qu’il reste k tel que C.ordre[k]==0 ET (C.ind1[k]==i OU C.ind2[k]==i)

Faire

j<-C.ind2[k]

Si j==i, Alors j<-C.ind1[k]

MAJ(C,X,j,0,n)

Si Cont==Faux, Alors Sortir de la procedure

Si (Nb de 1 dans X[])+(Nb de L dans X[]) >= n

Alors Cont<-VRAI

Sinon Cont<-FAUX

}

Le tableau C et le vecteur X étant initialisés et n étant fixé au nombre de candidats à placer, le pseudo-code
suivant utilise la procédure MAJ pour déterminer si des solutions existent pour C :

Cont<-VRAI

Tant que Cont ET min(C.ordre)==0

Faire

Identifier le plus petit i tel que X[i]==L et C.ordre[i]==0

empile(Pind,i)

empile(Pordre,max(C.ordre))

empile(PX,X)

MAJ(C,X,i,1,n)

Si Non Cont

Alors

depile(Pind,i)

depile(Pordre,max)

depile(PX,X)

Pour chaque k tel que C.ordre[k]>max, Faire C.ordre[k]<-0

MAJ(C,X,i,0,n)

Si Cont, Alors il existe des solutions, Sinon il n’y a pas de solution

Considérons le cas illustré page 5 : neuf places sont réparties en trois rangs de trois places. Nous cherchons ici à
placer trois candidats. La matrice de distance entre les places peut être résumée par la matrice diagonale supérieure
donnée par (7).

Informatique Page 4/ 6



Master Econométrie & Statistiques 2017

1

1

2

3

2 3

Figure 3 - Cas simple
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Q.15 Réalisez l’initialisation du tableau C[ ] correspondant aux contraintes du type xi + xj ≤ 1 du système (C3)
associé à notre exemple. Vous pourrez utiliser la table (1) pour renseigner les deux premières colonnes- et la prolonger
si besoin sur votre copie. La troisième colonne pourra être utilisée plus loin, pour la recherche de solution, à l’aide
d’un crayon gris.

Q.16 Appliquez le pseudo-code décrit page 4 au tableau construit à la question précédente afin de déterminer si des
solutions existent. Vous détaillerez l’utilisation des trois piles - l’opération de dépilage sera signalée en rayant la valeur
dépilée. Vous pourrez utiliser la table (2) et la prolonger sur votre copie si besoin. Par ailleurs, vous pourrez en sus
tirer bénéfice d’une représentation reposant sur un arbre binaire pour illustrer les solutions envisagées au cours du
traitement.

Ce qui précède montre qu’il est tout à fait envisageable d’automatiser la détermination de la valeur optimale du
problème (4) et la recherche de solutions optimales. Passons à présent à la recherche de solution au problème suivant :

max
∑
i

∑
j 6=i

xixjdi,j s.c. (xi) ∈ (Ck∗) (8)

La méthode Faure et Malgrange est adaptée à la résolution de programmes linéaires sur variables binaires. Le
principe de cette méthode est simple :
• déterminer une solution réalisable xtmp,
• calculer la valeur associée de la fonction vtmp,
• ajouter aux contraintes la contrainte que la fonction objectif devra être supérieure ou égale à vtmp + 1,
• recommencer avec le nouveau système de contraintes jusqu’à ce que le système devienne incompatible.

Ajoutons que Faure et Malgrange conseillent de positionner à 1 en priorité les termes correspondant aux scalaires
les plus forts de la fonction objectif, ceci afin d’accélérer la recherche. Cette présentation est incomplète mais suffisante
pour permettre une adaption pour la résolution du problème (8).

Q.17 Montrez que la fonction du problème (8) s’écrit∑
(i, j) ∈ Uk∗

xixjdi,j

Q.18 Donnez l’expression de cette fonction pour l’exemple considéré en Q.15 et Q.16.

Q.19 Appliquez les principes de la méthode de Faure et Malgrange à la résolution de notre exemple.

Q.20 Proposez, sous forme de pseudo-code, une adaptation du traitement proposé en page 4 afin de permettre la
mise en œuvre de la résolution du problème (8).
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Table 1 - tableau C

C.ind1 C.ind2 C.ordre

Table 2 - Piles

0 L L L L L L L L L

Pind Pordre
x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9

PX

Informatique Page 6/ 6


